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1. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL.

Un espace vectoriel est un objet mathématique abstrait dont la définition est difficile a appréhender.
Nous allons partir du concept général (qui est au programme mais qui n’a jamais été utilisé dans des
sujets de concours) puis en montrer certains exemples, sur lesquels nous nous appuierons dans la suite
de ce cours. Ce sont ces exemples qu’il faut avoir compris en priorité.

De maniére heuristique, un espace vectoriel est un ensemble dans lequel on peut faire certains
calculs. Les calculs obéissent & des regles qui donnent a ’ensemble sa structure. Pour fabriquer une
regle de calcul (que l'on appelle classiquement ”loi de composition”), il s’agit de décider comment
a partir de deux éléments de ’ensemble, on en fabrique un troisieme (ce troisieme élément est le
résultat du calcul). Bien qu'il existe des exemples tres divers (et intéressants) de lois de composition,
I’archétype reste 'addition et la multiplication des nombres réels, qui nous permettront de construire
nos exemples privilégiés.

La structure d’espace vectoriel n’est que I'une des différentes structures mathématiques. L’étude de
ces structures participent d’un grand courant de pensée du XXeme qui dépasse largement le cadre des
maths : le structuralisme. Il existe en effet des théories structuralistes en linguistique, en philosophie, en
psychanalyse, en anthropologie, et méme en littérature ou dans les arts. Le point commun de chacune
des branches de la théorie consiste a penser les objets d’étude, non pas dans leur singularité et leur
existence autonome, mais plutot a les analyser compte tenu des relations qui les unissent. Dans notre
version mathématiques, il va s’agir ici aussi de regarder nos objets (qu’on appelle ici des vecteurs)
dans leur ensemble. Nous étudierons donc des (gros) ensembles de vecteurs (les espaces vectoriels), qui
nous permettront de comprendre quelles relations ils peuvent éventuellement avoir entre eux, et nous
n’accorderons pas vraiment d’importance a la spécificité de chaque vecteur; tout ceci dans I'esprit de
la théorie générale.

1.1. Définition.

Soit £ un ensemble. Une loi de composition interne dans E est une application qui, a
deux éléments de F, associe un autre élément appartenant a F. Autrement dit, il s’agit d’une
application définie sur F x E a valeurs dans FE.

Ezemple 1.1.1.

e [’addition est une loi de composition interne sur ’ensemble des entiers naturels.

e La soustraction n’est pas une loi de composition interne sur I’ensemble des entiers naturels.

Soit £/ un ensemble. Une loi de composition externe a opérateurs dans R est une application
de R x E dans E. Un nombre réel est, dans ce contexte, appelé aussi un scalaire.

Ezemple 1.1.2. Soit f une fonction et A un réel, ’écriture A.f désigne la fonction définie par

(Af)(x) = Af ().

Cela définit donc une loi de composition externe sur ’ensemble des fonctions.

Soit F un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée + et d’une loi de
composition externe & opérateurs dans R notée -. On dit que (E, +,.) est un R-espace vectoriel
lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées :

e Pour la loi de composition interne + :
A Y(u,v,w) € B3, (u+v) +w=wu+ (v+w). On dit que la loi + est associative.
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N 1l existe dans E un élément neutre pour ’addition, noté Og, c’est-a-dire tel que pour
tout u € E,
u+0p =0 +u=u.

S Vu € F, il existe un élément v de E, appelé opposé de u tel que u +v =v +u =0g
et on note v = —u

C Y(u,v) € E%, u+v =v+u, laloi + est commutative
e pour la loi de composition externe . :
A Le produit est compatible avec le produit des réels : V(\, u) € R?, Vu € E, - (u-u) =
(Axp)-u
N Le réel 1 est un élément neutre pour la loi - : pour tout u € E, 1-u=u
D La loi - est distributive par rapport & la loi + : V(\, u) € R?, Vu,v € E,

A+p) u=Autp-u e A-(utv)=A-u+A-o.

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs. Og est appelé vecteur nul.

On déduit de la définition les propriétés suivantes :

Proposition : Produit nul d’un scalaire par un vecteur.
Soit E/ un espace vectoriel, v un élément de E et A un réel. Alors :

Au=0g<= A=0 ou u=0g).

Autrement dit, le produit d’un réel A par un vecteur u est égal au vecteur nul si, et seulement
si, le réel A\ est nul ou le vecteur u est le vecteur nul.

Démonstration. A compléter. d

Remarque 1.1.3. En particulier, pour tous vecteurs u, v et tous réels A\, p :
e SiA=0,A-u=0-u=0g : en multipliant un vecteur par zéro, on obtient le vecteur nul.
e Siu=0g, A-u=X-0g =0g : les multiples du vecteur nul sont égaux au vecteur nul.
e \-u=\-vsiet seulement si A =0 ou u =v.
o \-u=p-usiet seulement si A =y ouu =0g.
e A\ (—u)=(=A)-u=—(\-u) noté tout simplement —\ - u.

Les opérations absentes d’un espace vectoriel concernent les produits (et divisions) de vecteurs : on
ne peut pas multiplier ou diviser des vecteurs entre eux, sauf cas exceptionnels (produits de
matrices, par exemple).

1.2. Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels.

Proposition : L’espace vectoriel R".
Soit n > 1. Dans I’ensemble des n-uplets de nombre réels R™, considérons les deux lois interne
et externe suivantes :

e l'addition de deux n-uplets, définie par :
utv=(r1,22,...,2n) + (Y1,%2,- - Yn) = (@1 + Y1, 22 + Y2, - -, T + Yn)
(pour tous u = (z1,z2,...,x,) et v = (Y1,Y2,...,Yn) ¢léments de R™)
e la multiplication d’un n-uplet par un réel :
Au=A-(x1,22,...,T,) = (Az1, A\T2, ..., ATp)
(pour tout u = (z1,z2,...,x,) € R" et A € R).

Alors R™, muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
Le vecteur nul est le n-uplet nul : Og» = (0,0,...,0).
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Démonstration. A compléter. O

Exemple 1.2.1. Considérons l'espace vectoriel E = R>. Quel est le vecteur nul de E. Puis soit deux
vecteurs u = (1,0,5,—6,2) et v =(—1,2,0,6,1). Calculer : u + v, —u, 2u — 3v.

Proposition : L’espace vectoriel M, ;(R).
Soit n > 1. Dans I’ensemble des matrice-colonnes M,, 1(R), considérons les deux lois interne et
externe suivantes :

e l'addition de deux matrice-colonnes, définie par :

1 Y1 1+ Y1

T2 Y2 T2 + Y2
utv=1| . |+]| . |= .

T Yn Tn + Yn

(pour tous u et v éléments de M,, 1(R))

¢ la multiplication d’une matrice-colonne par un réel :

X1 )\1‘1

o AL
Aru=A-| .| = .

Tn, ATy,

(pour tout u € My 1(R) et X € R).

Alors M, 1(R), muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.

0
0
Le vecteur nul est la matrice-colonne nulle : 0 Mai@®) = | -
0
Démonstration. Similaire & R™. g
1
Ezemple 1.2.2. Considérons l'espace vectoriel E = My 1(R). Soit deux vecteurs v = X = _02 et
3
-1
v=Y = ; . Calculer : X +Y, —X, 2X — 3Y puis donner le vecteur nul de E.
-3

On peut en fait généraliser le résultat précédent a des matrices de tailles quelconques.

Proposition : Les espaces vectoriels de matrices.
Soit n et p deux entiers naturels non nuls, et M, ,(R) I’ensemble des matrices a n lignes et p
colonnes & coefficients réels. Considérons les deux lois interne et externe suivantes :

e l'addition de deux matrices, définie par :

aij; aip ... Q1p b11 512 blp

asr a2 ... a2p b21 b22 b2p
A+ B= . . . + | .

apl Ap2 ... Anp b1 bpa ... bnp
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a1 +bi1 a2 + b2 ap + b1p
a1 + b1 ags + b agp + by
an1 +bn1 an2 + bpa Gnp +‘bnp

(pour tous A = (ai;)1<1<n €t B = (bsj) 1<1<n
1<5< <i<p

éléments de M, ,(R))

SUS

¢ la multiplication d’une matrice par un réel :
a1 a2 G1p Aair Aai2 Aaip
az1 a2 azp Aag1  Aaz Aagzy
M=)\ . = :
Gpl  an2 Qnyp Aan1  Aap2 Aanp
(pour tout A = (a;j)1<1<n € Mpp(R) et A € R).
1<j<p
Alors M, ,(R), muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
0 0 0
0 0 0
Le vecteur nul est la matrice nulle : Oy, = . .
0 0 0

Démonstration. Similaire : on se ramene a R.

O

Ezemple 1.2.3. Considérons I'espace vectoriel E = Ma 3(R). Quel est le vecteur nul de E 7 Puis soit

5 2 _03> etsz:<6 —2 1>.Calculer:A—|—B,—A,2A—3B,

5 1 -5 -1 2
Proposition : L’espace vectoriel des suites réelles.
Soit S I’ensemble des suites numériques. Considérons les deux lois interne et externe suivantes :

deux vecteurs u = A = <

e l'addition de deux suites, définie par :
Vn € N, (u~+0)p = Up + vy
(pour tous u = (tp)neN €t v = (Vp)nen éléments de S)
e la multiplication d’une suite par un réel :
Vn € N, (Aw)p = Auy,
(pour tout u = (up)neny € S et A € R).

Alors S, muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
Le vecteur nul est la suite constante nulle : u,, = 0 pour tout n € N.

Démonstration. Similaire : on se ramene a R.

O
Ezemple 1.2.4. Considérons l'espace vectoriel £ = S. Soit u = (up)nen €t v = (vn)nen deux vecteurs

définis par : Vn € N,

Uy = et v, = v/n + 1. Donner ’expression de : u + v, —u, 2u — 3v.

+1

Proposition : Les espaces vectoriels de fonctions.

Soit D un domaine de R et F (D, R) I'ensemble des fonctions numériques définies sur D. Considéron
les deux lois interne et externe suivantes :

e l'addition de deux fonctions, définie par :

VeeD, (f+9)(=)=f(z)+9()
(pour tous f et g éléments de F(D,R))
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e la multiplication d’une fonction par un réel :
Ve € D, Af)(z) = Af(z)
(pour tout f € F(D,R) et A € R).

Alors F(D,R), muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
Le vecteur nul est la fonction constante nulle : f(z) = 0 pour tout x € D.

Démonstration. Similaire : on se rameéne a R. O

Ezemple 1.2.5. Considérons 'espace vectoriel E = F (]0, 1[,R). Soit deux vecteurs u = f: x +— In(1—x)
et v=g: x+— 2z + 1. Montrer que f et g appartiennent a F(]0, 1[,R), puis donner I'expression de :
f+g,—f, 2f — 3g puis donner le vecteur nul de F.

Proposition : L’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.
Soit R[X] I’ensemble des polynémes & coefficients réels : P € R[X] si et seulement si il existe
n €N, (ag,ai,...,a,) € R*! tel que

P(z) =ag+ a1z + asx® + ... + apz".
Considérons les deux lois interne et externe suivantes :
e l'addition de deux polynémes, définie par :
Vz € R, (P+Q)(z) = P(x) + Q(x)

(pour tous P et @ éléments de R[X])

e la multiplication d’un polynéme par un réel :
Vz € R, (A.P)(xz) = AP(x)
(pour tout P € R[X] et A € R).

Alors R[X], muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
Le vecteur nul est le polynome nul, c’est-a-dire le polynome dont tous les coefficients sont
nuls.

Démonstration. Similaire : on se raméne & R. O

Ezemple 1.2.6. Considérons l'espace vectoriel E = R[X]. Soit deux vecteurs u = P(z) = 22% + 3z — 1
et v=Q(z) = 323 — 222 — 2 + 2. Donner l'expression de : P+ Q, —P, 2P — 3Q.

Méthode : Ne jamais utiliser la définition.
On ne demandera JAMAIS de montrer qu'un ensemble muni de deux lois interne et externe est
un espace vectoriel en utilisant la définition. On se souviendra que les exemples qui ont été listés
sont des espaces vectoriels, et on le redémontrera pas.

1.3. Sous-espace vectoriel.

Soit (F,+, ) un espace vectoriel et F' une partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel
de E si (F,+, ) est lui-méme un espace vectoriel.

Remarquer qu’il s’agit bien des mémes lois de composition pour E et pour F.

Proposition : Un sous-espace vectoriel contient nécessairement le vecteur nul.
| Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F' contient le vecteur nul Op de E.
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Démonstration. A compléter. O

Remarque 1.3.1. En contraposant, on obtient :

si ' ne contient pas le vecteur nul de E, alors F' n’est pas un sous-espace vectoriel de
E.

Cela permet dans certains cas de vérifier rapidement que l'on n’a pas un sous-espace vectoriel.

Ezemple 1.3.2. Soit F = {(x,y,2) € R? t.q. x +y — z = 1}. F est-il un sous-espace vectoriel de R3?

Proposition : Caractérisation abstraite d’un sous-espace vectoriel.
Soit E un espace vectoriel et F' une partie non vide de E. Alors F' est un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si F' vérifie est stable par combinaisons linéaires : pour tout (u,v) € F?
pour tout (\, u) € R?,

Au+ pv € F.

Démonstration. A compléter.
d

Remarque 1.3.3. Montrer qu'un ensemble F' est stable par combinaisons linéaires revient a montrer
deux propriétés :

e [ est stable par addition : pour tout u,v € F, alors u +v € F. ET

e [ est stable par multiplication par un scalaire : pour tout A € R et tout u € F, alors Au € F.
Remarque 1.3.4. Sans faire la preuve, on constate déja que si un ensemble non vide est stable par

combinaisons linéaires, alors il contient le vecteur nul. En effet, soit u un vecteur de F' (F' est non
vide). Prenons u = v et A = = 0 dans la caractérisation précédente. Il vient

Ou+0u=0¢€kF.

Méthode : Sous-espace vectoriel.
Pour montrer qu’un ensemble F' est un sous-espace vectoriel avec la méthode par caractérisation
abstraite, il faut :

e établir que F' est un sous-ensemble d’un espace vectoriel E de référence,
e montrer que F' est non vide (bien souvent il contient le vecteur nul 0g),

e établir que F est stable par combinaisons linéaires (éventuellement décomposer cette étape
en deux sous-étapes : F' est stable par addition et par multiplication par un scalaire).

Ezemple 1.3.5. Soit F' ’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille 3. Montrer que F' est
un espace vectoriel.

Ezemple 1.3.6. Soit V' I’ensemble des suites (uy,)nen vérifiant : Vn € N, up,41 = 2u,. Montrer que V'
est un espace vectoriel.

Ezemple 1.3.7. Soit C ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Montrer que C' est un espace
vectoriel.

Ezxemple 1.3.8. Soit T I’ensemble des polynoémes de degré 2. T est-il un espace vectoriel ?

Ezercice 1.3.9. Parmi les ensembles ci-dessous, quels sont ceux qui sont des espaces vectoriels ?
1. les fonctions paires.

les fonctions continues sur [0;1].

les suites géométriques de raison 2.

les fonctions croissantes sur [0;1].

DAl A

les fonctions monotones sur [0;1].
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6. les fonctions positives sur [0;1].

Ezemple 1.3.10.
1. Soit F' ’ensemble des quadruplets de réels (x,y, z,t) vérifiant  — 2y + 3z — 6t = 0. F est-il un
espace vectoriel 7
2. Soit G I'ensemble des quadruplets de réels (z,y, z,t) vérifiant  — 2y + 32z — 6t2 = 0. G est-il
un espace vectoriel 7
3. Soit H I’ensemble des quadruplets de réels (z,y, z,t) vérifiant © — 2y + 3z — 6t = 1. H est-il un
espace vectoriel 7

Proposition : Polyndomes de degré au plus n.

Soit n > 1 et notons R,,[X] ’ensemble des polynémes de degré au plus n, c’est-a-dire :
P € R[X]
deg(P) <n

Alors R, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X], donc lui-méme un espace vectoriel.

P € R, [X] si et seulement si {

Démonstration. A compléter

Proposition : Intersection de deux sous espaces vectoriels.
Soit E un espace vectoriel et F';, G deux sous-espaces vectoriels de F.

Notons V = F' N G, l'intersection de F' et G : u € V si et seulement si (u ceFetuedG )
Alors V est un sous-espace vectoriel de E, donc lui-méme un espace vectoriel.

Démonstration. A compléter.

O
Ezemple 1.3.11. Considérons F = {(z,y,2) € R® / y =21} et G = {(z,y,2) € R3 / 2 = 2y}.
1. Déterminer 'intersection F' N G.
2. La réunion F'U G est-elle un sous-espace vectoriel 7
2. FAMILLES DE VECTEURS.
Dans toute cette partie,  désigne un espace vectoriel.
2.1. Combinaisons linéaires et sous-espace vectoriel engendré.
Soit ey, ez, ...,ep, u des vecteurs de E. On dit que le vecteur u est une combinaison linéaire
des vecteurs eg, ea, ..., ey si et seulement s’il existe des réels A, Aa,..., A, tels que :
p
u = Z Ni€ = AMep+Xgea+ ...+ )\pep
i=1
On désigne par Vect(eq, ..., ep) 'ensemble de tous les vecteurs de £ s’écrivant comme combi-
naison linéaire des vecteurs ey, ea, ..., ey, de sorte que
u € Vect(eq, ..., ep) si et seulement s'il existe (A1, A2, -+, Ap) € RP tel que
U= Ae1 + ey + ...+ )\pep.

La définition de sous-espace engendré est soutenue par le théoréeme suivant.
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Théoreme : Vect est un sous-espace vectoriel.
Soit eq, e, ..., e, des vecteurs de E. Alors Vect(e,...,ep) est un sous-espace vectoriel de E.
C’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les vecteurs ey, ..., ep.

Démonstration. A compléter.
O

Remarque 2.1.1. Pour p =1, Vect(e;) est en fait ’ensemble des multiples Ae; du vecteur e;.

Ezemple 2.1.2. u = <_15> est une combinaison linéaire de e; = ((1)> et eg = (1) car

) 0 1
(7)=e(2) -2 ()
i.e. u = Ajer + Ageg avec A1 = 6 et Ao = —5.

Donc u € Vect (e1, e2) car u s'écrit comme une combinaison linéaire de e; et es.

2.2. Familles génératrices. L’objectif de cette partie est de décrire un espace vectoriel a ’aide d’un
nombre limité de vecteurs, les autres étant obtenus comme combinaisons linéaires de ces vecteurs.

Une famille de vecteurs (61, - .,ep) de F est dite génératrice de E si et seulement si E =
Vect(eq, ..., ep). Autrement dit, cela signifie que tout vecteur u de E peut s’écrire comme com-
binaison linéaire de la famille (61, - ,ep) :

Vue E, 3I(Ai,..., ) €RP t.q. u=Aier +...+ Apep.

Méthode : Famille génératrice.
Pour montrer qu’une famille de vecteurs (61, S ,ep) est génératrice d’un espace vectoriel E, on
pourra montrer que tout vecteur u de E peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de
cette famille. Cela consistera a résoudre le systeme Ajeq +--- + A\pep, = u d’inconnues Aq,..., A\,
a exprimer en fonction de wu.

Ezemple 2.2.1.

1. Dans R? la famille e; = (1,0), ez = (0, 1) est génératrice de R? car tout vecteur u de R? s’écrit
u=(z,y) = x(1,0) + y(0,1) = ze1 + yeo.
2. La famille e; = (1,0), e2 = (0,1) et e3 = (2, 3) est aussi génératrice : (z,y) = ze; + yea + Oes.

Ezemple 2.2.2. Montrer que V est un espace vectoriel et en trouver une famille génératrice dans les
cas suivants :

x
1. V= dx |,z € R
3x
a—p
2. V= 3a ,(a,8) € R?
68 — 2«

3. V:{(Iay7z7t)€R4 aVeCSC—Qt:Oety_FQZ_t:O}.

_Jfa+b—2¢c a—0 3
4.V—{< . a+2c>,(a,b,c)ER}

Remarque 2.2.3. Soit (61, €2, - ,ep) une famille génératrice de F. Alors :

e Toute famille obtenue en ajoutant des vecteurs est encore génératrice.
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e Si on multiplie un ou plusieurs des vecteurs par un réel non nul, alors la famille obtenue est
encore génératrice.

e Si I'on ajoute a I'un des vecteurs une combinaison linéaire des autres, alors la famille obtenue
est encore génératrice.

e Si 'un des vecteurs est le vecteur nul, on peut 'enlever et on conserve une famille génératrice.

Proposition : Appauvrissement d’une famille génératrice.
Soit ey, ez, -+ , ey, u des vecteurs de E. Si u € Vect(eq, e,...,ep) alors Vect(ey, ez, ..., ep,u) =
Vect(er, ez,...,ep).
Autrement dit : si u est une combinaison linéaire de eg, e, ..., e,, alors le sous-espace vecto-
riel engendré par la famille (eq, ez, ..., ep, u) est strictement identique au sous-espace vectoriel
engendré par la famille (eq, e2,...,¢ep).

Démonstration. A compléter.
d

Remarque 2.2.4. C’est faux si le vecteur que 1’on souhaite retirer n’est pas combinaison linéaire des
autres.
&mwkzzaV@%ﬂﬁ%@ﬂ%@ﬂ%@ﬁ»:V@%GJLWJDcm@j%zﬂLD+@JﬁMum
combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille génératrice.

De maniere abstraite : si £ est un espace vectoriel, et i, ¥ deux vecteurs quelconques de F, alors :

o Vect(u,v,u + v) = Vect(u,v)
e Vect(u,v,2u — 3v) = Vect(u, v)
e Vect(u,v,5u) = Vect(u,v)

Proposition : Ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene.
L’ensemble V' des solutions d'un systeme linéaire homogene a n inconnues est un sous-espace
vectoriel de R™.
On trouve une famille génératrice de V' en résolvant le systeme.

Démonstration. A compléter. O

Méthode : Sous-espace vectoriel.
Pour montrer qu’un ensemble V' de vecteurs est un espace vectoriel, on pourra essayer de prouver
que c’est un sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs et I’écrire sous la forme
Vect(eq, ..., ep).

Ezemple 2.2.6. Résoudre les systemes suivants et montrer que leur ensemble de solutions est un espace
vectoriel.

1 r—2y+2z=0
"2ty +z=0

9 r4+y—2+2t=0
"lr-y+z=0

2.3. Familles libres, familles liées.

Une famille de vecteurs (61,62, “ee ,ep) de E est dite liée ou linéairement dépendante s’il
existe des réels A1, A2, -+, A\, non tous nuls tels que

Arer + Agea + - - Apep = 0.
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On dit que Ajeq + Agea + -+ - Apep, = 0 est une relation de liaison.

Remarque 2.3.1. On rappelle que les réels A1, A2, -+, A, ne sont pas tous nuls s’il en existe au moins
un qui n’est pas nul.
Supposons donc que la famille (61,62, e ,ep) est liée et soit A; un réel non nul de la famille

A1, A2, -+, Ap. Alors on a
€; = Z ;)\kei.
ki Ai
Réciproquement, si I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres, disons

€; = Z HkCk-

ki
Alors
pier + - pimieim1 + (—1)ei + pivieitn + o+ ppep =0
est une relation de liaison.
On constate donc qu’une famille est liée si et seulement si 'un de ses vecteurs est combinaison
linéaire des autres.

Ezemple 2.3.2. La famille ((1,1), (0,1), (2,3)) de vecteurs de R? est liée car (2,3) = 2(1,1)+(0,1) est
une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille génératrice.

De maniere abstraite, dans un espace vectoriel F, si v et v sont deux vecteurs quelconques de F,
alors :

e La famille (u,v,u + v) est liée.
e La famille (u,v,2u — 3v) est liée.

e La famille (u, v, 5u) est liée.

Deux vecteurs u et v d’'un méme espace vectoriel E sont dits colinéaires si et seulement si il
existe un réel a tel que v = au.

Dans ce cas, la famille (u, v) est liée puisque la relation précédente est une combinaison linéaire
avec des réels non tous nuls.

— —1
Ezemple 2.3.3. Dans Ma1(R), u = <;1> et v = <_%> sont colinéaires, car : v = U (ouu =—2v

ou encore u + 2v = Og).

La famille de vecteurs (61,62, e ,ep) est dite linéairement indépendante ou libre si elle
n’est pas liée, c’est-a-dire si toute relation de liaison est nécessairement triviale : des que 'on
écrit

A1e1 + Ageg + ...+ /\pep =0g
alors on a
AM=X=...=),=0.
Autrement dit : la famille de vecteurs (e, es,...,ep) est libre si, et seulement si, la seule
combinaison linéaire possible égale au vecteur nul possede des coefficients tous nuls.

Méthode : Famille libre.
Pour montrer qu'une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est une famille libre :

e S’il n’y a qu’un seul vecteur : la famille (u) est libre si et seulement si le vecteur u n’est
pas nul.
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e S’il y a deux vecteurs : la famille (u, v) est libre si et seulement si les vecteurs « et v ne
sont pas colinéaires.

e S’il y a plus de deux vecteurs : on résout ’équation

P
Z Aie; = 0g,
=

dont les inconnues sont A1, A2, ..., A, qui donne lieu a la résolution d’un systéme linéaire.
Si on trouve une unique solution donnée par Ay = Ay = ... = A, = 0 alors la famille est
libre. Sinon elle est liée et la solution que I’on vient de trouver est une relation de liaison.

Remarque 2.3.4. De fagon abstraite, soit F est un espace vectoriel et u,v deux vecteurs quelconques
de E.

e Si u et v sont libres (c’est-a-dire non colinéaires puisqu’il n’y a que deux vecteurs dans la
famille), alors Vect(u,v) # Vect(u) et Vect(u,v) # Vect(v). En réalité, Vect(u, v) contient "une
plus grande diversité” de vecteurs que Vect(u) et Vect(v).

e Au contraire, si Vect(u,v) = Vect(u) ou si Vect(u,v) = Vect(v), cela signifie que les vecteurs u
et v sont liés, donc colinéaires.

Ezxercice 2.3.5. 1. La famille ((1, 1,1),(1, -1, 5)) est-elle libre dans R3 ?

1 1 0
2. La famille 11,10}, 1 est-elle libre dans M3 1(R) ?
1 2 —1

3. La famille (1 + z,z? — 2z, 2 + 2?) est-elle libre dans Ry[X]?
Remarque 2.3.6.

e Toute famille obtenue en enlevant des vecteurs d’une famille libre est encore libre.

e Une famille libre ne contient pas le vecteur nul.

2.4. Bases d’un espace vectoriel. Il peut sembler difficile de fabriquer une famille de vecteurs qui
soit a la fois libre et génératrice car ce sont des contraintes qui sont opposées : une famille génératrice
est plutot "grosse” et car lui rajouter des vecteurs ne change pas son caractere générateur ; tandis
qu’une famille libre est plutot petite car lui enlever des vecteurs préserve son caractere libre.

En fait, il existe un point d’équilibre entre libre et génératrice, ce type de famille s’appelle une base
et nous verrons que le nombre de vecteur qui la compose est uniquement déterminé.

2.4.1. Définition.

Une famille (el, €, - ,ep) est une base de E si et seulement si elle est libre et génératrice.

Bien sur la difficulté consiste maintenant a montrer que de telles familles existent.

Ezemple 2.4.1. Considérons u = (1,1), v = (1,0) et w = (5,2) trois vecteurs de R?. La famille (u, v, w)
n’est pas une base de R? car elle n’est pas libre : le vecteur w est combinaison linéaire de u et v :

w = 2cu + 3v + 0w = Ou + Ov + 1w.

Proposition : Coordonnées dans une base.

La famille (el, €2,. .., ep) forme une base de F si, et seulement si tout vecteur u de E se décompose

sous forme d’une combinaison linéaire unique de (61,62, .. .,ep), c’est-a-dire qu’il existe un
P

unique p-uplet A;---, A, tels que u = ) \je;. Les nombres Aq,---, A\, sont alors appelés les
i=1

coordonnées de u dans la base B = (el, €, - ,ep).
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On peut noter ces coordonnées sous forme de matrice-colonne :

Démonstration. A compléter.
d

Ezemple 2.4.2. La famille ((1, 1), (1, 2)) est-elle une base de R%? Si oui, donner les coordonnées du
vecteur u = (5,6) dans cette base.

Méthode : Base d’un espace vectoriel.
Pour montrer qu’une famille F = (61, €2, ..., ep) est une base de F :

e on pourra montrer que tout vecteur u de E peut se décomposer comme combinaison

P
linéaire unique de la famille. Cela consistera donc a résoudre le systeme Y \je; = u
. . . Z:1 .
en montrant qu’il existe un et un seul p-uplet A1, Ao, ..., A, de solutions, a exprimer en
fonction de wu.

e on pourra montrer que J est une famille libre et génératrice de E.

Ezercice 2.4.3. 1. La famille ((1, 1,1),(1, -1, 5)) est-elle une base de R3?

1 1 1
2. La famille 11,10),(2 est-elle une base de M3 1(R)?
0 1 3

FExercice 2.4.4. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déterminer une
base :

1. ensemble F; des suites (uy,) vérifiant Vn € N, w10 = 2up 41 + 3uy,.
2. ’ensemble F5 des matrices A = (i Z) telles que a = 2b.

3. les matrices symétriques de M3(R).

4. F, = {(:L‘,y, z) € R? tel que  — 2y = ()}.

5. F5 = {P € Ry[X] tel que 2P'(1) + P(2) = 0}.
FExercice 2.4.5. Déterminer parmi ces ensembles, ceux qui sont des espaces vectoriels, et en donner
une base lorsque c’est possible :

1. l'ensemble G des fonctions définies sur R par f(x) = (ax + b)e” avec a et b réels.

a b c
2. 'ensemble G2 des matrices M = [d e f| aveca+b+c=0,d+e+ f=0,9+h+i=0.
g h i

1
3. l'ensemble G4 des polynomes P € R[X] vérifiant P(1) =0 et / P(t)dt = 0.
0

1
4. Pensemble G5 des polynémes P de Ry[X] vérifiant P(1) =0 et / P(t)dt = 0.
0
5. l'ensemble G des polynomes P vérifiant P'(1) = 2.

Exercice 2.4.6. La famille F est-elle libre? est-elle génératrice de I’espace vectoriel F 7 est-elle une
base de E'7

1. E =R3 et F est constituée des vecteurs : u = (1,1,1),v = (0,1, —1),w = (2,1,1).
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2. £ = R3[X] et F est constituée des vecteurs : Pi(z) = 22 + z, Py(x) = 23, P3(z) = —2% +
1, Py(z) = 22
3. E =R3 et F est constituée des vecteurs : t = (1,1,1),u = (0,1,—-1),v = (2,1,1),w = (1,2, 3).

4. E = M3(R) et F est constituée des vecteurs : A = (1 1) ,B = <0 1) ,C = (1 2) ,D =

10 11 2 1
10
0 0/

Montrons enfin le résultat suivant sur les tailles possibles des familles libres et génératrices pour
qu’elles puissent étre des bases.

Théoreme : Famille génératrice minimale ou libre maximale.
Soit F = (61, cee ep) une famille d’un espace vectoriel . Les assertions suivantes sont équivalentes :
e La famille F est génératrice minimale (c’est-a-dire que F est génératrice, mais, dés qu’on

lui retire n’importe lequel de ses vecteurs, la famille obtenue n’est plus génératrice).

e la famille F est libre maximale (c’est-a-dire que F est libre mais, dés qu’on lui ajoute
n’importe quel vecteur, la famille obtenue n’est plus libre).

e La famille F est une base.

Démonstration. A compléter. O

Ce théoreme illustre bien quelle contrainte il s’agit de réaliser pour fabriquer une base : étre une
famille génératrice la plus économique possible ou une famille libre la plus compléte possible.

2.4.2. Bases usuelles. Certaines bases sont les plus simples pour exprimer les vecteurs et servent de
bases de référence dans les espaces vectoriels classiques. Elles sont appelées bases usuelles (souvent
bases canoniques, méme si 'auteur de ce texte déteste cette terminologie).

Théoreme : Base canonique de R".
Dans 'espace vectoriel R™, notons les vecteurs :

er = (1,0,0,...,0,0)
es = (0,1,0,...,0,0)

en = (0,0,0,...,0,1)

La famille C = (el, €,..., en) est une base de R", appelée base canonique de R".
Démonstration. On établit facilement que la famille C = (61,62,...7671) est libre et génératrice de
R™. d

Exemple 2.4.7. La base canonique de R? est ((1, 0), (0, 1)) et celle de R est ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1))

Théoréme : Base canonique de M,, (R).

Dans 'espace vectoriel M,, 1(R), notons les vecteurs :
1 0 0
0 1 0
0 0 0
Ev=|.|, E2=|.][], o En =
0 0 0
0 0 1
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La famille C = (El,Eg,...,En) est une base de M, 1(R), appelée base canonique de
M1 (R).

Démonstration. On établit facilement que la famille C = (El,Eg, e ,En) est libre et génératrice de
Mnyl(R). O
1 0 0 0
. . 0 1 0 0
Ezemple 2.4.8. La base canonique de My 1(R) est formée des vecteurs : ol 1ol 11l 1o
0 0 0 1

Théoréme : Base canonique de M,, ,(R).
Dans ’espace vectoriel M, ,(R), notons E;; la matrice de taille n x p ayant tous ses coefficients
nuls sauf celui en ligne 7 et colonne j égal a 1.
La famille C = (EH,EIQ, .. ,Enp) est une base de M, ,(R), appelée base canonique de

M p(R).

Démonstration. On établit facilement que la famille C = (En, Fia,..., Enp) est libre et génératrice de

M, »(R). O

2 -3

Ezemple 2.4.9. Donner la base canonique de M3 (R) et les coordonnées de u = (O 5

) dans cette

base.

Théoreme : Base canonique de R, [X].
Dans 'espace vectoriel R,,[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n, on note eg(x) = 1,

2

e1(x) =z, ea(x) =%+ Jep(x) = 2™
La famille (eo, €1, .., en) est une base, appelée base canonique de R, [X].
Démonstration. A compléter. d

Exemple 2.4.10. Donner la base canonique de R3[X] puis les coordonnées de P(x) = 22 — 1 dans cette
base.

3. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL.

Nous avons déja constaté que les bases obéissent a des regles strictes : minimiser la taille d’une
famille génératrice ou maximiser la taille d’'une famille libre. Dans ce paragraphe, on montre encore
un peu plus : le nombre de vecteurs qui les constituent dépend uniquement de ’espace vectoriel E.

3.1. Espaces vectoriels de dimension finie.

Un espace vectoriel non réduit a {0} est dit de dimension finie s’il posséde une base composée
d’un nombre fini de vecteurs.

Ezemple 3.1.1. 1. L’espace vectoriel R? est de dimension finie car sa base canonique ((1,0), (0,1))
est une famille finie.

2. L’espace vectoriel des suites réelles est de dimension infinie. Une famille génératrice est donnée
par les suites (8;n)nen, ¢ € N qui valent 1 pour n =i et 0 sinon.

3. L’espace vectoriel des fonctions de [0, 1] dans R est de dimension infinie.
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Théoreme : Dimension d’un espace vectoriel.
Tout espace vectoriel E non réduit a {0} et de dimension finie admet (au moins) une base.
De plus, toutes les bases de F ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre n est appelé la
dimension de l'espace vectoriel E et on note dim(E) = n.

Démonstration. A compléter. Attention, c’est une preuve difficile et hors programme, on ne demande
pas de savoir la refaire. O

Remarque 3.1.2. Attention, ce résultat ne dit pas que la base d’un espace vectoriel est unique, c’est
FAUX. Seul le nombre de ces éléments est uniquement déterminé.

Exemple 3.1.3. L’espace vectoriel R? est de dimension 2 car il posseéde une base ayant 2 vecteurs (sa
base canonique, par exemple).

Un espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite (resp. plan) vectoriel(le).

Exemple 3.1.4. Soit V = {(x,y,2) €ER3 /2 +y+2=0et x —y = 0}. Montrer que V est un espace
vectoriel de dimension finie. Quelle est sa dimension ?

Remarque 3.1.5. Par convention, le seul espace vectoriel de dimension 0 est réduit au vecteur nul :
dim(F) = 0 si et seulement si E = {Og}. Il s’agit bien d’une convention car l’espace nul n’admet pas
de base.

Théoreme : Dimension des espaces vectoriels usuels.

e R” est un espace vectoriel de dimension finie, et dim(R") = n.

n,1(R)) =

e M, 1(R) est un espace vectoriel de dimension finie, et dim(M
e M, »(R) est un espace vectoriel de dimension finie, et dim(M,, ,(R)) = n x p.

e R, [X] est un espace vectoriel de dimension finie, et dim(R,,[X]) =n +

Démonstration. 11 suffit de considérer les bases canoniques de ces espaces vectoriels. O

3.2. Dimension des sous-espaces vectoriels d’un espace de dimension finie.

Théoreme : Sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie.
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est
lui-méme un espace vectoriel de dimension finie, et dim(F') < dim(FE).

Démonstration. A compléter. O

Méthode : Base d’un sous-espace vectoriel.

Pour trouver une base d’un sous-espace vectoriel F' (et pour montrer que F' est bien un sous-
espace vectoriel par la méme occasion) on pourra essayer d’écrire F sous la forme F' = Vect(eq, - - -,
puis vérifier si la famille F = (61, . ,ep) est libre :

e si la famille F est libre, alors il s’agit d’'une base du sous-espace vectoriel F' et on a
dim(F) = p,

e sila famille F n’est pas libre, ¢’est donc qu’il existe un vecteur qui est combinaison linéaire
des autres. Si on retire ce vecteur, la famille F'fc est encore génératrice. On examine si la

nouvelle famille est libre (et ainsi de suite). On aura alors dim(F') < p.

o
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Remarque 3.2.1. De fagon abstraite, soit F est un espace vectoriel et u, v deux vecteurs quelconques
de E.

e Si u et v sont libres (c’est-a-dire non colinéaires puisqu’il n’y a que deux vecteurs dans la
famille), alors Vect(u, v) est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2.

e Au contraire, si dim(Vect(u,v)) = 1, cela signifie que les vecteurs u et v sont liés, donc co-
linéaires.

Ezemple 3.2.2. Montrer qu’on a un sous-espace vectoriel et donner une base et la dimension de ce
sous-espace vectoriel.

1. F={(z,y,2) €R® Jx+y+2=0}.

x
2. G= y| e M31(R) telquezc+y+2=0etz=0
z
11 1 -1 0 1
3.H—Vect(A,B,C)avecA—<2 2>,B—<2 _2> etC_(O 2).

Théoréme : Sous-espaces vectoriels de mémes dimensions.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si
F C G et dim(F) = dim(G), alors F' = G.

Démonstration. A compléter. a

Remarque 3.2.3. En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel de E et dim(F') = dim(E), alors
F=F.

Ezemple 3.2.4. Dans M3 (R), considérons les sous-espaces vectoriels F' = Vect ((1 0 ) , (1 1))

2 -1 -1 0
0 1 7T =2
et G = Vect <<1 _1> , (12 _5>>. Montrer que F' = G.

3.3. Rang d’une famille de vecteurs.

Soit une famille de vecteurs F = (el, €. .., ep). On appelle rang de cette famille, et on note
rg(F) la dimension du sous-espace vectoriel Vect(eq, ez, - ,ep) engendré par la famille F.

Remarque 3.3.1. Si F = (61,62, e ,ep), alors rg(F) < p, avec égalité si, et seulement si, la famille
F est libre. En d’autre termes, le rang d’une famille libre est égale au nombre de vecteurs de cette
famille.

Méthode : Rang d’une famille de vecteurs.

Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs F = (61, €, .., ep), on examine si cette famille
est libre :
e si elle est libre, alors c’est une base du sous-espace vectoriel Vect(ep,es,...,e,) donc
rg(F) = p.
e si elle n’est pas libre, on retire un vecteur (qui est combinaison linéaire des autres) et on
examine si la nouvelle famille est libre, et ainsi de suite. On aura rg(F) < p.

Ezemple 3.3.2. Déterminer le rang de la famille ((1,1,1,1),(0,-1,1,2),(-1,0,3,-2),(2,2,2,2)) dans
R4



CHAPITRE II 18

Le rang d’une matrice A € M, ,(R) est le rang de la famille de ses vecteurs-colonnes.
On a : rg(A) = rg(‘A).

Remarque 3.3.3. Admettons que rg(A) = rg (tA) (c’est un théoreme hors programme). Cela signifie
que le rang de la matrice A est également égal au rang de la famille de ses vecteurs lignes.

Ezxemple 3.3.4. Donner le rang de A = G ; _33>

Théoreme : Familles de vecteurs d’un espace de dimension connue.
Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. a. Toute famille libre posseéde au plus n vecteurs.

Toute famille libre de n vecteurs est une base.

Toute famille de p vecteurs avec p > n est liée

Toute famille génératrice possede au moins n vecteurs.

Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.

i
O TP o T

Toute famille de p vecteurs avec p < n n’est pas génératrice.

Démonstration. 11 s’agit d’une reformulation du théoreme 2.4.1. O

Remarque 3.3.5. Autrement dit, le rang d’une famille de vecteurs est inférieur ou égal a la dimension
de l'espace vectoriel. S’il est égal, il s’agit d’une base.

Méthode : Base d’un espace vectoriel.

e Pour montrer qu’une famille de n vecteurs est une base d’un espace vectoriel £ de dimen-
sion n connue, il suffit de prouver que cette famille est libre ou génératrice. En pratique,
prouver qu’elle est libre est plus simple.

Ezxemple 3.3.6. 1. Dans R3, on note e; = (1,2, —1) et e = (0,1,4). Que peut-on dire concernant
la famille (61, 62) ?
2. La famille (Pi, Py, P3) avec Pi(z) = x, P2(z) = 1+ z, P3(x) = 1 — z* est-elle une base de
Ry[X] 7

4. SUJETS D’ANNALES EN LIEN AVEC CE CHAPITRE.

Remarque 4.0.1. Ce chapitre est le premier d’une série de trois consacrés a ’algebre linéaire. Les sujets
d’annales utilisent presque systématiquement le contenu de ces trois chapitres (parfois seulement les
deux premiers mais rarement). Nous ne pourrons commencer a travailler ces annales qu’apres avoir
étudié le deuxieme chapitre sur les applications linéaires.
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